Sur les structures de Poisson singulières 

Laurent Stolovitch * 

le 1 février 
2008 



Résumé 

Nous nous intéressons aux structures de Poisson analytiques singulières en un point 
et de partie linéaire non-nulle en ce point. En utilisant des travaux récents de l'auteur sur 
la normalisation holomorphe de familles commutatives de champs de vecteurs holomor- 
phes singuliers, nous donnons des résultats de normalisation holomorphe de certaines 
structures de Poisson. 



Abstract 

We are interested in analytic singular Poisson structures with a non zéro linear part 
at the singularity. Using récent work of the author about holomorphic normalization of 
commutative familly of singular vector fields, we obtain results about normalization of 
holomorphic Poisson structures. 



1 Introduction 

Soit M une variété analytique de dimension N. Une structure de Poisson est la donnée 
d'un crochet {., .} qui assigne, à un couple {f,g) de germes de fonctions holomorphes en 
un point x de M, un germe {/,<?} de fonction holomorphe en x vérifiant les propriétés 
suivantes : 

• {., .} est bilinéaire et antisymétrique, 

• {/, {g, h}} + {g, {h, /}} + {h, {/, g}} = (identité de Jacobi), 

• = + {/i (identité de Leibniz). 

Il revient au même de définir un champ de 2-vecteurs que l'on peut écrire, dans un 
système de coordonnées locales, 

P = -2 E ^-(^^^0^= E ^m(-)^A— avecP., = -P,, 
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et qui vérifie l'identité de Jacobi 



^ V dx] ■'' dxi ' dxi ) 



1<1<N 

pour 1 < i,j,k < N. On définit alors le crochet de Poisson par 

l<i<j<N \ î J î J/ 

On a alors {xi,Xj} = Pij. Le hamiltonien associé à un germe de fonction / relativement à 
P est le germe de champ de vecteurs défini par 

N „ 



Soit g un autre germe de fonction liolomorphe. La dérivée de Lie de g le long de Xj, Xf{g), 
est égale à {/, g]. ,„^,„,__, 

D'après un résultat d'A. Weinstein |Wei83l fCdSWQQj . on peut trouver un bon système 
de coordonnées holomorphes (pi, . . . ,Pm-, Qi, ■ ■ ■ ,QmiXi, . . . ,Xr) au voisinage d'un point p 
dans lequel on ait Pi{p) = 0,qi{p) = 0, Xj{p) = et 

Qp Qq ^ dxi dxj 

l<i<m l<î<J<»' 

avec -Pi,j(0) = et 2m + r = N. 

L'étude de la classification holomorphe locale d'un crochet de Poisson (c'est-à-dire les 
classes d'équivalence par conjugaison par des difféomorphismes locaux holomorphes) revient 
donc à celle d'un crochet de Poisson nul en un point. Pour le cas de la dimension deux, on 
pourra consulter jArn89j [Appendix 14] 

Dans la suite, nous supposerons que M est un voisinage de l'origine dans 
et que P s'annule en ce point. 

Posons 



La partie linéaire (ou 1-jet en 0) de P définit une structure d'algèbre de Lie sur l'espace 
cotangent en 0, g, de la manière suivante : 

TV 

[Xi, Xj] = ^ ^ C^ jXk- 

1=1 

L'identité de Jacobi se montre en prenant le 1-jet, en 0, de l'identité de Jacobi satisfaite 
par P. 

Lorsque que cette algèbre est semi-simple, J. Conn |Con841 ICon85j a démontré qu'un 
tel crochet est holomorphiquement linéarisable. Cela signifie qu'il existe un système de 
coordonnées holomorphes, y = ç!)(x), dans lequel on a 



i<i<j 



î<i<n \k=l / ■' 
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Récemment, Nguyen Tien Zung |Zun03j a donné une décomposition de Levi holomorphe 
d'un crochet de Poisson singulier, montrant ainsi que "la difficulté réside" dans le radical 
de l'algèbre. 

La majeure partie des travaux portant sur l'étude locale d'une structure de Poisson 
concerne les cas de linéarisation d'une telle structure (par exemple |DM95[ IDZ02j ^. En 
particulier, B. Abbaci [AbbOlj a amélioré, dans une certaine situation, certains résultats de 
J.-P. Dufour. 

Dans cet article, nous nous proposons non pas de linéariser mais de normaliser holo- 
morphiquement certaine structures de Poisson dont l'algèbre de Lie associée est un produit 
semi-direct x C". 

Notre travail s'inspire des articles de J.-P. Dufour |Duf91j et de Dufour-Zhitomirskii 
jDZM] . 

1.1 Notations 

Soit n un entier non-nul. On notera : 

• (resp. X^) l'espace des germes en € C" de champs de vecteurs holomorphes 
(resp. formels) d'ordre > A; en 0; 

• Xn^p := A^Xn l'espace des germes en G C" de champs de tenseurs contravariants 
holomorphes anti-symétriques de type (p, 0); 

• On (resp. On) l'anneau des germes en € C" de fonctions holomorphes (resp. 
formelles); 

• ^An l'idéal maximal de On', 

• On{U) (resp. On{K)) l'anneau des fonctions holomorphes sur l'ouvert U (resp. au 
voisinage du compact K) de C"; 

• si X G Â"^ et G N*, J^{X) désigne le polynôme de Taylor à l'ordre k en de X. 

Soient Q = (gi, . . . , g„) G N" et A = (Ai, . . . , A„) G N". On posera \Q\ = qi + . . . + qn et 
{Q, A) = qiXi + . . . + g„A„. Soit A; G N, on notera N^, l'ensemble des multiindices Q G N"' 
tels que \Q\ > k. 

Soit K un compact de C^. Un élément / de Op{K) ®On défini une fonction holomorphe 
que l'on développera "le long" de X x {0} de la manière suivante : 

oii x' (resp. x") désigne les coordonnées dans C" (resp. C^) et /g G OpiV), V étant un 
voisinage de K indépendant de Q. 
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1.2 Formes normales de champs de vecteurs 

Un germe de champ de vecteurs X de (C", 0), nul en ce point mais de partie linéaire L non 
nulle, sera dit normalisé, ou sous forme normale, s'il commute avec sa partie linéaire, i.e. 
[L, X\ = 0. On rappelle le théorème de Poincaré-Dulac |Arn80j 

Théorème 1.1. Soient X = S + R un champ de vecteurs formel de (C"',0) s'annulant 
à l'origine; S sa partie linéaire supposée semi-simple et R un champ de vecteurs non- 
linéaire. Il existe un difféomorphisme formel $ de (C'^,0), tangent à l'identité en tel que 
^ifX = S -\- N où N est un champ de vecteurs formel tel que [S, N] = 0. 

On dit alors que := D^{^^^ (y))X{^^^ (y)) est une forme normale formelle de 

X. 

Soit X = {Xi, . . . , Xp} une famille commutative de champs de vecteurs holomorphes au 
voisinage de l'origine dans C^. On les suppose nuls en ce point et on suppose que leurs parties 
linéaires sont diagonales et linéairement indépendantes sur C. On posera J^{Xi) = Si. On 
peut définir une notion de forme normale formelle de la famille {Xi} relativement à la 
famille de parties linéaires S = {Si} I StoOO" [propostion 4.2.1]. Nous dirons que le famille X 
est formellement conjuguée à la famille {li}i<i<p s'il existe un difféomorphisme formel $ 
de (C", 0) fixant et tangent à l'identité en ce point et tel que = Yi pour 1 < i < p. 

Soit Q une algèbre de Lie commutative de dimension p sur C. Les familles 5 et X 
définissent des morphismes de Lie de g dans l'algèbre de Lie des germes de champs de 
vecteurs holomorphes nuls à l'origine de C" de la manière suivante : soit {gi, . . . ,gp} une 
base de g. On pose alors X{gi) = Xi et S{gi) = Si. Soient Ai, . . . , A„ des formes linéaires 
complexes sur g tel que le morphisme de Lie 5 de g dans l'algèbre de Lie des champs 
de vecteurs linéaires de C" défini par S (g) = Y17=i ^i{9)^i'^ soit injectif Pour tout 
Q = [qi, . . . , qn) G N"- et 1 < i < n, on définit le poids aQ,i{S) de S comme étant la forme 
linéaire X]j=i (Ij^jio) ~ ^i{9)- L'espace de poids associé à un poids a est l'espace 

^n,a = {p^ Xl\\lg (^Q, [S{g),p] = a{g)p] . 
Définissons les espaces de poids nul 

af :={/Ga„is,(/) = oi<î<p}, 

{Xlf := {X G \ [Si,X] = 01 <i<p], 

où Si{f) désigne la dérivée de Lie de / le long de Si. 

Si l'anneau n'est pas réduit au corps des nombres complexes, on sait |StoOOj [proposition 
5.3.2] qu'il existe un nombre fini de monômes ui := x^^, . . . ,Ut := x^'. Ri G N", tels que 

= C[[ui, . . . ,ut]]. D'autre part, [X^]^ est un module de type fini sur O^. 

1.3 Forme normale de crochet de Poisson 

Dans l'article de J. Conn |Con84j . la notion de forme normale de structure de Poisson est 
esquissée même si elle n'est utilisée que pour la linéariser. Elle a été ensuite développée 
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par O.V. Lychagina |Lyc97| (l'auteur remercie J.-P. Dufour d'avoir porté cet article à sa 
connaissance). La structure de Poisson linéarisée définit une représentation de l'algèbre de 
Lie associée g dans chaque espace de polynômes homogènes sur g. Elle est définie par la 
dérivée de Lie le long du hamiltonien associé à un élément de g, c'est -à-dire 

p{xi){f) = X^^if) l<i<N. 

On définit alors le complexe de Chevalley-Kozsul et ses groupes de cohomologie iï*(g, S''{q)) = 
Z^{q, S'^(g))/i?*(g, S'^(g)) jHS53j . 8^(2) étant la /c-ième puissance symétrique de g (StoOfl) [section 
4.1]. On a alors le résultat suivant 



Proposition 1.1. \Con84 LycQTj Soit P une structure de Poisspin.texson nulle en G C 
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et de l-jet non-nul en ce point. Pour tout entier k > 2, soit un supplémentaire de 
B'^{q, 3^(2)) dans Z^(g, S'^(g)). // existe alors un difféomorphisme formel ^ de (C^,0) nul 
en et tangent à l'identité en ce point tel que 

è^P -Ce ©fc>2Vfc. 

où C désigne la partie linéaire de P. 

Nous dirons alors que est normalisé. 

On définit le crochet de Schouten-Nijenhuis [., .] : Af/v,p x '^Af,g — > '^Afjp+g-i; C- 
bilinéaire, qui est une extension de la dérivée de Lie et qui vérifie 

1. [p,Q] = {-ir[Q,p], 



2. [P, Q AR] = [P,Q]AR+ (-l)î"?+9Q A [P, R], 

3. (-1^(^-1) [P, [Q,R]] + [R,P]] + (-1)^.-1) [iî, = 0. 

Nous renvoyons le lecteur aux ouvrages pour de plus amples ren- 

seignements et la bibliographie. On a les propriétés suivantes. Un champ de 2-tenseur P 
définit une structure de Poisson si et seulement si il vérifie [P, P] = 0. De plus, si Xj est 
un champ hamiltonien associé à une structure de Poisson P alors [P, Xf] = 0. 

Le morphisme S définit précédement induit, par le crochet de Schouten-Nijenhuis, une 
représentation de g dans l'espace des germes de champs de bi-vecteurs holomorphes et nuls 
à l'origine grâce à l'identité de "Jacobi" ci-dessus. 

Lemme 1.1. 1. Les poids de S dans ^ont de la forme {Q,X{g)) — Xi{g) — Xj{g), 
Q £N^, 1< i,j < n. 

2. Soient a et j3 deux poids de S dans X^. Soient X € X^^^ etY€ X^ p. Alors, X f\Y 
est de poids a + j3. 

On a 



A ^+x'^j— A 

OXj OXi 



((Q,A(5))-A.(5)-A,(5))x«AaA. 
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En effet, on a 

[Sig),XAY] = [Sig),X]AY + XA[Sig),Y] 
= {a{g)+P{g))X AV. 

Les espaces de poids sont en somme directes (en fait, ce sont les espaces de poids dans les 
espaces de champs de bi- vecteurs homogènes qui sont en somme directe |Bou90j). 

2 Cadre de travail et premières réductions 

Nous supposerons que l'algèbre de Lie g = k est le produit semi-direct de par 
(la suite de morphismes d'algèbres de Lie — > C" ^ g — > ^ est exacte) défini par 

1 < î,j < n 
n + 1 <i,j < N 
1 <i <n < j < N 

on l'on a posé N = n + p. On supposera que les champs de vecteurs 

" d 
1=1 * 

sont linéairement indépendants sur C. On notera S la famille des Sj et A* = (Aj^i, . . . , Ai^„). 
Dans la suite nous ferons les hypothèses suivantes (H) : 

1. un des Sj a des valeurs propres distinctes, i.e. xjd/dxi {^n)'^ si i ^ j; 

2. un des Sj n'a pas de valeur propre nulle, i.e. pour 1 < i < n, Xj ; 

3. un des Sj n'a pas deux valeurs propres de somme nulle, i.e. pour 1 < i,j < n. 




4. un des Sj est tel qu'aucune de ses valeurs propres n'est la somme de deux autres, i.e. 
pour 1 < i, j, k < n, XiXjd/dxk [X^)^ ] 

5. {xj, Xj} = pour n + 1 < i, j < A^. 

Pour tout 1 < J < p, on notera Xj le hamiltonien asscocié à Xn+j- Par hypothèse, on a 

" d 
Xj = y^jxj, x„-|_j}— — . 

i=i 

On a alors 

k=l l<i<j<n ^ 

Soit / un germe de fonction et 1 < j. A; < p. L'identité de Jacobi 
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montre que les champs Xj commutent deux-à-deux. Les champs Xj peuvent être considérés 
comme des germes de champs de C" dépendant holomorphiquement de p paramètres x" : = 
{xn+i, ■ ■ ■ ,xn)- On notera Op = C{xn+i, ■ ■ ■ ,xn} (resp. On = C{a;i, . . . ,Xn}) l'anneau des 
germes de fonctions holomorphes de (C^,0) (resp. (C",0)). On posera x' := (xi, . . . , x„) et 
on notera M l'idéal maximal de 0„. Soit f ^ Op® On-, f^'ix) est la composante homogène 
de degré k en x' = de f. On peut alors écrire pour 1 < j < p, 

g Q 
= Yl ^^'^^^"^â^ + hi,k{^")^kg^. mod Op ® 

i=l i,k=l 

Par hypothèse, la différentielle de Xj en est nulle et 

X}ix',0)=S,= Y,h,,mx, — . 
i,k=l 

Lemme 2.1. Quitte à faire un changement de variables holomorphe de (C^,0) tangent à 
l'identité en Q, on peut supposer que Xj{0,x") = et DXj{0,x") = diag{Xj^i{x"), . . . , \j^n{x")) 
pour 1 < i < p. 

Preuve. Par hypothèse, on peut supposer que la matrice (6i,î,jfc(0))i<i^fe<n est inversible; en 
appliquant le théorème des fonctions implicites, on obtient un germe d'application holo- 
morphe g : {CP,0) (C",0) telle que ^(0) = et Xi{g{x"),x") = 0. Le champ Xi est 
donc tangent au graphe G de g; puisque les Xi commutent à Xi, ils sont aussi tangents à G- 
Les Xj n'ont aucune composante non nulle le long des jr-p- — , 1 < < p; ils doivent donc 
être nuls sur Ç. Faisons le changement de variables holomorphe {X', X") = {x' — g{x"),x") 
fixant l'origine et tangent à l'identité en ce point. On a alors Xj{0,X") = et DXj{0) = 

j<i,k<n- 

Puisque les valeurs propres de l'un des DXi{0) sont distinctes, on peut diagonaliser 
DXi{0, x") holomorphiquement sur un voisinage U deO dans C^. Les matrices DXj{0, x") = 
{bj,i,k{x"))j<i,k<n sont alors diagonalisées et leurs coefficients sont holomorphes dans U. Ce 
qui donne le résultat. 

□ 

Lemme 2.2. Sous les hypothèses précédentes, on a {xi,Xj} G Op ® Ad'^ pour 1 < i, j < n. 
Preuve. Posons 

p= y: {-^'-.-^â^^â^ 

l<i<j<n * ■> 

Pour alléger l'écriture, on posera gij = {xi,Xj}. Puisque X^, 1 < i < p, est un hamiltonien 
par rapport à P, le crochet de Schouten-Nijenhuis [P, X^] est nul. On a donc 



[P.Xt 



k=l 



dXi 



dx 



n+k 



AXk{x) 



(2.1) 



Or, on a 
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^ ^ 9 d ^' 

OXr OX« 



l<r<s<n 

Xi{gr..,)— A 



l<r<s<n 

Or, un calcul simple montre que l'on a 



r,sj " o 9r,s 

OXr OXs 



X — A — 

*' dxr dxs 



' d d 

Xi, — A — 



E/dXik d d dXik d d 



k=l 



dxr dxk 9xo 9xo dxr dxi 



On obtient alors 



[P^X,] = E [x^i9r,s)-9rA^4^ + ^4^^^4r^4r- (2.2) 

l<r<s<n 



D'après le lemme précédent, la restriction à x' = du membre de droite de l'équation 
H2.1|) est nulle. Or, la restriction à a;' = du membre de droite de l'équation (|2.2p est égale 
à 

- E 5°.(x")(V(x") + A,.(x"))^aA. 



l<r<s<n 

Donc, pour 1 < î < p et pour l<r<s<n, ona 



Par hypothèse, pour 1 < r < s < n, il existe un entier 1 <i <pie\ que \i,r{^) + K,sifi) 7^ 
0. Donc, Xi^rix") + Xi^six") est non-nul sur un voisinage de l'origine. Par conséquent, la 
fonction holomorphe g{x") est nulle sur le connexe U . 

Le 1-jet en x' = du membre de droite de l'équation (|2.1|) est nul. Celui du membre de 
droite de l'équation 1)2. 2() est égal à 

E {jHXi){g\,) - gUKr{x") + XUx"))) ^ A ^. 

l<r<s<?i 

En posant g^ ,, = X]fc=i dl s k(^")^k, on obtient pour 1 < r, s, k < n, 

gl,s,k{x"){Xi,k{x") - Xi,.{x") - Xi,s{x")) = 0. 

Par hypothèse, pour chaque triplet (r, s,A;), il existe un entier 1 < i < n tel que Aj^fc(O) — 
Ai,r(0) — Ai^s(O) 7^ 0. Les fonctions g^ ^ k(^") sont donc toutes nulles. 
Par conséquent, nous avons montré que pour 1 < i, j < n, 

{xi,Xj} eOp® M'^. 



□ 
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Lemme 2.3. // existe un changement de variables holomorphe (X', X") = ^{x) = (x', ^j{x")) 
de (C^,0) tel que, pour 1 < i < p, la partie linéaire de en est égale à Si (les valeurs 

propres sont indépendantes de x" ). 

Preuve. Prenons le 2-jet de l'égalité (|2.1() . Le 2-jet de ()2.2() est égal à 

E [Jamais) - 9UKr{x") + Ks{x"))) 7^ A ^, 



l<r<s<?i 



c'est-à-dire 



l<r<s<n \Q6N",|Q|=2 



OÙ l'on a écrit 



QeN",|Q|=2 

D'autre part, le 2-jet du membre de droite de (|2.1|) est égal à 



E 

fc=i 



dXn+k 



1^ fiZ - Afc,^ I XrX,— A 



l<r<s<n \fc=l 



dXn+k ' dXn+k 



' dxr dxs 



En comparant les coefficients de XrXg-^ A ^f- dans les deux expressions, on obtient 



E 

k=l 



dXn 



dx 



n+k 



Xk,r =0 l < r < S < n. 



En posant A.^ := Yl'ï=i ''^i,mix")-g^— pour 1 < m < n, les équations précédentes 
s'écrivent [Ar,As] = pour 1 < r, s < n. Or, par hypothèse, la famille {Aj.(0)}i<r<n est de 
rang p. On peut supposer que la famille {Ar(0)}i<r-<p est indépendante sur C. 

On peut donc redresser simultanément et holomorphiquement la famille {Ar{x")}i<r<p ■ 
il existe un changement de variables holomorphe X" = ij){x") tel que ij)^Kj.{X") = Aj.(0) 
pour 1 < r < p. Soit p +1 <l <n; pour 1 < r < p, on a 



= [V'*Ar, V'*Az] 



Ar(0),E/^.v(^") 



d 



Ea.(o)(^,,Kx")) 



dXjjj-n 

d 



dX. 



j+n 



OÙ. les fijj sont des germes de fonctions holomorphes dans (C^,0). De par l'indépendance 
des p premiers A,. (0) , l'équation précédente se ramène à d/j^j^i / dX^+n = pour 1 < k < p. 
Donc, V'^AKX") = A;(0). 

□ 
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3 Résultats principaux 

Soit {., .} un crochet de Poisson holomorphe de (C^,0), nul en et vérifiant les hypothèses 
(H) définie dans la section |21 D'après les résultats précédents, quitte à faire un changement 
de coordonnées holomorphe, on peut supposer que 

k=l l<î<i<n ^ 

vérifie les propriétés suivantes, U étant un voisinage borné de l'origine dans : 

• pour 1 < k < p, X]^ est un champ de vecteurs holomorphe de C" dépendant holomor- 
phiquement des p paramètres x" , i.e. € Op{Û) (S) X^; 

• les Xk commutent deux à deux, i.e. = pour 1 < i, j < p; 

• pour l < k <p, Xk = Sk mod Op{Û) X^; 

• pour 1 < i,j < n, {xi,Xj} G Op{Û) (g) Al^. 
La partie linéaire de P à l'origine est alors 



d 



On rappelle que l'on a posé, pour 1 < i < n, 

p 

Puisque la famille S est de rang p, on peut supposer que la famille {Aj}i<i<p est libre 
sur C, ce que nous ferons dans la suite. 

pour /c € N*, on pose 

uJk{S) = inf |max|(Q,A*) - A^jj 7^ 0,Q G N",2 < \Q\ < 2^,1 < j < n| 

Nous dirons que la famille S est diophantienne si la condition arithmétique 

ic\ \^ \oguJk{S) 



est satisfaite. 



Remarque 3.1. Lorsque la famille S ne contient qu'un seul élément, la condition uj{S) 
n'est autre que la condition de Bruno jBrÛT^ ( qui est plus faible que celle de Sieael îXrnBCf^ lp. 
182]). 
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Définition 3.1. Un ensemble compact K sera dit bon s'il est de Stein et si, pour tout 
ensemble analytique V d'un voisinage de K, V K n'a qu'un nombre fini de composantes 
connexes. Un ensemble compact K sera dit compact de s'il contient un voisinage de 0. 
Un polydisque fermé est un bon compact de son centre. 

Remarque 3.2. Dans la pratique, nous pourrions ne considérer, comme bon compact, que 
le cas d'un point ou d'un polydisque fermé centré en ce point. La propriété essentielle que 
nous utiliserons est la noetherianité de l'anneau des fonctions holomorphes au voisinage 
d'un bon compact {FriôTl \Siu6f^ . Nous renvoyons le lecteur aux ouvrages lHdr9(j\ Mal8J^ 
pour les notions sur les espaces de Stein. 

Théorème 3.1. Supposons que K := U soit un bon compact de & C^. Supposons que la 
famille S = {Si}i<i<p des parties linéaires soit diophantienne. Supposons que la famille 
commutative {Xj}i<j<p admette un forme normale formelle de la forme {Yuj=i ài,jSj}i<:i<p 

où les âij appartiennent à l'anneau Op{K) . Alors, il existe un dijféomorphisme 
holomorphe <ï> de (C^,0) dans lui-même, fixant l'origine et tangent à l'identité en ce point 
tel que 



d 



k=i \i=i 



n+fc 



p-\-l<i<j<n 



d 



d 



Ci jXiXj o 

OXi OXi 



E 

l<î<jr<n 



E 



gi,j,Q{x"){x') 



— A — 

dxi dxj 



) 



où les àr^s appartiennent à Op{K') ® , les gij^Q appartiennent à Op{V'), K' (resp. V ) 
étant un bon compact de dans (resp. voisinage de K'), et les Cij sont des nombres 
complexes. 

Les corollaires suivants sont des applications immédiates du théorème. 

Définition 3.2. Nous dirons que la partie linéaire C de P est non-résonnante si, pour 
tout n-uplet d'entiers (çi, . . . , g„) tel que qi > —1, deux au plus pouvant être simultanément 
égaux à —1, il existe un entier 1 < j < p tel que 

qiXj^i + . . . + gnAj,„ / 0. 

On appellera relation de résonnance de L, une égalité de la forme 

qiXj,l + . . . + qnXj,n = Aj,r- + Xj,s VI < j < n, 
où Q = {qi, . . . , qn) G N". La famille S est non-résonnante lorsque {Xn)^ — {0}- 
Remarque 3.3. Si C est non-résonnante alors la famille S est non-résonnante. 



11 



Corollaire 3.1. Supposons que la famille S = {5i}i<i<p des parties linéaires soit dio- 
phantienne et que C soit non-résonnante. Alors alors il existe un difféomorphisme 
holomorphe <î> de (C'^,0) dans lui-même, fixant l'orgine et tangent à l'identité en ce point 
tel que 



où les Cij sont des constantes. 

Ce dernier corollaire, dans le cas p = 1, est du à J.-P. Dufour et M. Zhitomirskii 
|DZ99j [theorem 6.1]. En particulier, si n < p + 1, la structure de Poisson est linéarisable 
(sans condition de rang). 

Théorème 3.2. Sous les hypothèses du théorème précédent, supposons de plus, que le rang 
de P soit égal à 2p avec n > p + 1. Alors il existe un difféomorphisme holomorphe $ de 
{C^ ,0) dans lui-même, fixant l'orgine et tangent à l'identité en ce point tel que 



où les hk^i appartiennent à . 

Remarque 3.4. Le résultat précédent admet l'interprétation géométrique suivante. 
On supposera que l'anneau des invariants n'est pas réduit aux constantes. Soit vr : 
0) ^ (C*, 0) l'application définie par Tr{x) = (x^^ ,...,x^') avec = C[[x^'' , . . . , x^']] 
(voir section TT^) . Il existe alors un voisinage lÂ de l'origine dans C" tel que, pour tout h € 
7r{U), la structure de Poisson P induit, sur la variété torique "généralisée" {iT~^{b)nU) xC^, 
la structure de Poisson linéaire 



En effet, par définition, les champs Sk sont tangents aux fibres (vr ^(6) nU). 

Corollaire 3.2. Soit P une structure de Poisson vérifiant les hypothèses (H) et de rang 
égal à 2p, n > p + 1. On suppose que la famille des hamiltoniens associés aux variables x" 
est formellement linéarisable et que la famille de leurs parties linéaires à l'origine est 
diophantienne. Alors la structure de Poisson P est holomorphiquement linéarisable. 

Ce résultat est du à J.-P. Dufour |Duf91j . dans le cadre C°°, lorsque la famille S est 
hyperbolique et non-résonnante. 

Remarque 3.5. Tous ces résultats sont vrais dans la catégorie analytique réelle. 
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4 Forme normale de famille commutative de champs de vecteurs 

L'objet de cette section est de rappeler un des résultats de l'auteur |Stoflnj que nous 
utiliserons dans cet article. Soit {Xi,...,Xp} une famille commutative de champs de 
vecteurs holomorphes au voisinage de l'origine dans C". On les suppose nuls en ce point 
et on suppose que leur partie linéaire sont diagonales et indépendantes sur C. On posera 
J^{Xi) = Si := Yl]=i ^i,jXjd/dxj, A* = (Aj^i, . . . , Xi^n) et S désignera la famille des Si. 
On a alors le résultat suivant : 

Théorème 4.1. \StoOOl Supposons que la famille des parties linéaires {5'j}i<i<p soit dio- 
phantienne. Supposons que la famille commutative {Xj}i<j<p admette un forme normale 
formelle de la forme {X]j=i ^«j'S'j}i<ï<p où les âij appartiennent à l'anneau O^. Alors 
il existe un germe de difféomorphisme holomorphe $ de (C",0) dans lui-même, tangent à 
l'identité en 0, tel que, pour 1 < i < p 

p 

i=i 

où les Oij e O^nOn- 

Dans ce qui suit, nous aurons besoin de la "version à paramètres" suivante : 

Théorème 4.2. Soit K un bon compact de ^ . On notera x" les coordonnées de . 
Soit {Xi}i<i<p une famille commutative d'éléments de Ok{K)i^X^. Soit Si la partie linéaire 
de Xi en £ C", que l'on suppose indépendante de x" . Supposons que la famille {Si}i<_i<p 
soit diophantienne. Supposons, en outre, que la famille commutative {^î}i<î<p admette 
une forme normale formelle de la forme {X]^=i '^i,j^j}i<i<p ^i-.j appartiennent à 

l'anneau Ok{K) ® O^. Alors il existe un germe de difféomorphisme holomorphe ^ de 
(C",0) dans lui-même, tangent à l'identité en 0, dépendant holomorphiquement de x" dans 
K et tel que , pour 1 < i < p 

p 

^*Xi = ''^^CLijSj, 

où les Oij G Ok{K) (g) (^Ô^ n On^ . 

En effet, supposons que $ conjugue Xj à Yj, pour 1 < j < p, avec 

é{x,x") 



et Yi 



QGN",|Q|>2 



l<i<n 



*=i \QeN'MQ|>2 



_d_ 

dxi' 



5.+EI E 

«=i \<9eN'MQ|>2 



13 



Les équations que doivent satisfaire ces coefficients sont de la forme 

((Q,/i^) - (t>^,Q{x") + Yj^i^Qix") = Xj^i^Qix") + Pj,i,Q{x"), 

où Pj^i^Q est unpolynôme enles (pi Q'{x''),YjiQ/{x''), XjiQi{x''), \Q'\ < \Q\. La définition de 
(j)i^Q{x") et de Yj i Q{x") se fait par réccurence comme suit : si pour un j, on a {Q, n^) ^ fij^i 
alors on pose Yj^i^Q{x") = et (pi^glx") est déterminé par la j-ième équation. Sinon, on 
pose (j)i^Q{x") = et Yj^i^Q^x") est déterminé par le second membre. Par conséquent, on 
montre par récurrence que si les Xj^i^Q{x") sont holomorplies sur un même voisinage V de 
K, il en est de même des cpi^Q^x") et des Yj^i^Q{x"). 



5 Preuve du théorème 13.11 

Utilisons le théorème 14.21 pour normaliser la famille commutative de champs de vecteurs 
{Xi}i<i<p. Dans ces nouvelles coordonnées, développons l'identité de Jacobi, pour 1 < 
i, j < n et 1 < m < p, 

Tout d'abord, on a 

^ d{x„x} 

k=l 
k=l 

On a donc 

p 

{Xn+rm {xi,Xj}} = ^ ^ Qm,fc(^)'S'A;({3^ti ^^j}). (5-2) 
k=l 

D'autre part, par définition, on a {xj,Xn+m} = Xmj- On a alors 

^ dX^ ■ 

k=l 

fc=l fcll ClXn+k 



Or 



fc=l Vyt=l / 

+Xj^{xk,Xi} ^ ^ (5.4) 

A;=l *^ 
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Considérons alors l'opérateur Op{K) <S> 0„-linéaire 

N : Mn {Op{K) ® On) -> Mn {Op{K) ® On) ® {Op{K) ® On)"" 

défini par 

N {{fi,j)l<i,j<n) = {Nij{f))l<ij<n = I ( X! X! {Xifk,jK,i - Xjfk,iK,j) Q^'^ j 

\ \r=l k=l ^ / l<m<n/ i<i j<„ 

On posera 

P n 

Ni,j,m{f) '■= X X i^ifk,3K,i — Xjfk,iK,j) g^'^ ■ (^•^) 
r=l k=l 

Soit 



dX-rn.i X— dX„ 



1=1 -'"»+^ 1=1 "■^''+^ 



p 

E 

1=1 



E^ 1 /^^ Sfc=l "^m.fcAfcj \ ( \ 1 f dYlï:=l(^m,k^k,i 
V d.,,n. ) - [2^^'^''^'''^ ) [^^, 



Lemme 5.1. Pour l < i,j < n et 1 < m < p, 

• ^i,j,m appartient à l'idéal engendré par XiXj dans Op{K) (g) O^, 

• sous les hypothèses (H), Mij^m est d'ordre supérieur ou égal à 5, 



• si chaque fij est de la forme 



Vr, {Q,Xn=Ki+K,j 

avec fij.Q G OpiV), V étant un voisinage de K; il en est de même pour Nij.„i(f). 

Preuve. Le premier point est clair car les fonctions aij appartiennent à Op{K) O^', leurs 
dérivées par rapport aux variables x" aussi. Les fonctions a^j sont de la forme 

X a,,i,p{x"){xr . 
Vr {p,y)=o 

D'après les hypothèses (-ff), les monômes "résonnants" qui engendrent O^ sont de degré 
supérieur ou égal à 3. Par conséquent, la fonction Xifkjdam,r/dxk est de la forme 



E g^,j,Qix")ixr^''^'-'^, 



Vr {Q,X'')=Xr,k+K,j, 
(P,A'-)=0 
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c'est-à-dire de la forme 



En fait, on a même, 



dXk 



^ gi,j,T{x"){xY ■ 



Vr (T,A'')=A^j- 



□ 



L'équation de Jacobi (|5.1j) s'écrit, pour l < m < p, 

I ^ ^ 



Soit A = {ak,i)i<k,i<p', par hypothèse, A{0,x") = Id et a^^i G C'p(iî') (g) . La matrice A est 
donc inversible au voisinage de {0} x K dans x et les coefficients de A~^ appartiennent 
à Op{K) (g) O^. Puisque 1' on a Xjyi = X/fc=i '^"^i^'^fc' P équations précédentes peuvent 
s'écrire sous la forme matricielle 



/ Si{{xi,Xj}y 
\Sp{{xi, Xj})^ 



{Xi , Xj } 



Nij {{{Xr,Xs})l<r,s<n) + Mij (5.6) 



(5.7) 



011 l'on a posé Nij = A~^Nij et Mij = A~^Mij. Les composantes de Mij appartiennent 
à l'idéal engendré par XiXj dans Op{K) (g) . Si chancun des fij vérifie les hypothèses du 
lemme précédent, la conclusion reste valide pour les Nij{f). 

Lemme 5.2. Pour 1 < i, j < n, on a 

{xi,Xj}= J2 9i,j,Q{x")ix')^, 

OÙ les gi^j.Q appartiennent à OpiV), V étant un voisinage de K. De plus, si l'on suppose 
que, pour 1 < i,j < n, les solutions Q € N^, 2 < \Q\, des équations (Q,A^) = Xr^i + A. 
pour 1 < r < p sont de la forme Q = R + Ei + Ej, iî € N2 alors 



r,3 



— XiXj ^ ^ 9i,j,Q{-^ ){-^ )'^! 
Vr (Q,A'-)=0 

c'est-à-dire que {xi,Xj} appartient à l'idéal de Op{K) (g) engendré par XiXj. 
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Preuve. Posons 

{xi,Xj}= 5ij-Q(x")(x')'^. 

On rappelle, d'après le lemme 1221 que {xi,Xj} est d'ordre supérieur ou égal à deux en 
(0, x"). On a alors, pour 1 < k < p 



Sk{{xi,Xj}) - {xi,Xj}{Xk,i + Xk,j) = ^ (^(Q, a'') - (Afc,j + Xk,j)j gij,Q{x"){x')'^. 

Qm",\Q\>2 

D'autre part, on a, pour tout entier d > 1 

oii J'^~^{f) désigne la matrice dont les composantes sont les J'^~^[fi j) (les jets sont bien 
entendu en (0, x") en les variables x'). En utilisant la définition (|5.5|) de Nij^m, il est clair 
que si / est d'ordre supérieur ou égal à d alors A^ij,m(/) est d'ordre supérieur ou égal à 
d + 1 (en fait, sous les hypothèses (H), l'ordre de Nij^mif) est supérieur ou égal à d + 5). 
La multiplication par la matrice ne change rien quant à l'ordre. D'autre part, pour les 
mêmes raisons, Mij^m est d'ordre supérieur ou égal à cinq. Il en est de même pour Mij^m- 
Montrons alors le résultat par récurrence sur la longueur du multiindice \Q\ > 2. Pour 
\Q\ = 2, l'analyse faite précédement montre que la composante de {x')^ du second membre 
de l'identité de Jacobi (|5.6|) est nulle. Lorsqu'il existe 1 < r < p tel que {Q, A*") 7^ Xr^i + Xrj 
alors gij,Q = 0. L'assertion est donc vraie. Supposons la vraie jusqu'à l'ordre d. D'après ce 
qui précède, le coefficient de (x')*^, \Q\ = d + 1, du second membre de l'identité de Jacobi 

(|5.6|) est la somme de celui de Mjj et de celui de Nij^m (^J''^^^ (^{{xr, Xs})i<,r s<n)) • D'après 
le lemme précédent, s'il existe 1 < r < p tel que ((5,A'') / Ar,i + A^j, alors ce coefficient 
est nul. On a alors {{Q, A^) — Ar,?, — Xrj) gi,j,Q = 0; c'est-à-dire gij^q = 0. Ce qui achève la 
récurrence. 

En ce qui concerne le deuxième point, il suffit de remarquer que si toute solution de 
{Q, A^) = Ar,î + Xrj, pour 1 < r < p, est de la forme Q = R + Ei + Ej alors {R, A**) = 
pour 1 < r < p. □ 

Nous avons donc montré que, dans un bon système de coordonnées holomorphes, on 
peut écrire 

/ \ 



r=l Vs=l / '^^"+^' l<i<j<n 



J2 9^,,Q{x"){x'f 
yVr (QX)=K,i+K.] j 



— A — 

dxi dxj ' 



oii ar,s G Op{K) ® et gi,j,Q € Op{V), V étant un voisinage de K. 

Soient /5i(x"), . . . , /3„(x") des fonctions holomorphes au voisinage de K telles que Pi{0) = 

1. 

Posons alors Xi = Pi{y")yi, i = 1, . . . , n, et x^+k = Vn+k pour k = 1, . . . ,p. On notera 
X = ^{y) cette transformation tangente à l'identité en 0. Dans ces nouvelles coordonnées, 
le crochet de Poisson {.,.}' est défini par 

{f',g'ny) = {f'o^^>-\g'o^^>-'}o^^>iy). 
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En particulier, on a, pour 1 < i,j < n 



grâce à l'identité de Leibnitz et au fait que = pour \ < k^l < p. Par 

définition, on a 



A:=l 
V 



dXn+k 



Par conséquent, le coefficient de yiUj dans est égal à 

(u. , Aj(A) _ A»(/3i) 

En posant, f3i{x") = expji, ce coefficient s'écrit 

gj,i,E,+Ej {x") + Aj (7i ) - Ai (7j) ■ (5.8) 
Lemme 5.3. Pour 1 < i,j,k < n, on a 

Aj{gk,i,Ek+Ei) - Ai{gk,j,Ek+Ej) + Ak{gj,i,Ej+Ei) = 0. 
Preuve. Considérons l'identité de Jacobi 

{Xk,{Xi,Xj}} + {Xi,{Xj,Xk}} + {Xj,{Xk,Xi}} = 0. 

On a 

m=l ^^"^ 



Er^ ^ 1 9{Xi,Xj} \ ^ Xj} 
m=l ^^"^ i=l ^^"+' 
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On a, pour 1 < m < 



n 



d{xi,Xj} _ 



\ 



.i\Q-E„ 



\{Q,\)=\i+\j 



} 



OÙ, afin d'allcgcr l'écriture, (Q, A) = Aj + \j signifie dans les sommes: ■pour tout 1 < t < p, 
{Q, A*) = Xt,i + Xtj. On a aussi, pour 1 <l <p 



( 



M,k—^ 

OXnM 



E 



\(P,A)=Ai+Aj / 



Prenons le jet d'ordre 3 en G C"(i.e. en x') de ces expressions. Il vient 

t3 / f 1 ^^^i 1 X j } \ 

V dXm ) 



^ Ar H" A s = A + Am 



X 9i,j,Er+EmXr 

^ Ar +Am = AiH-Aj 



et 

dXn+l 

Le coefficient de x^XiXj dans 



dgi,j,Er+Es 
dxi 



Xj-Xg I . 



est 

Celui de 

est 



m=l ^ ' 
9i,j,Ei+Ej {9j,k,Ek+Ej +9i,k,Ek+Ei) ■ 



\k Q^^^^ = Ak{gi,j,Ei+E^ 

On trouve alors que l'on a 

^j{9k,i,Ek+Ei) - ^i{9k,j,Ek+Ej) + J^k{9j,i,Ej+Ei) = 9k,i,Ek+Ei{9i,j,Ej+E, + 9k,j,E 



,j,Ek+Ej) 

9k,j,Ek+Eji9j,i,Ej+E, + 9k,i,Ek+Ei) 
+9i,j,Ej+Ei{9i,k,Ek+Ei + 9j,k,Ek+Ej) 

0. (5.9) 

□ 
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Lemme 5.4. Il existe des fonctions 71, . . . ,7„ holomorphes au voisinage de K dans C et 
nulles à l'origine telles que si Von pose Xi = exp7j(î/")yj, 1 < i < n, alors le coefficient de 
UiUj dans est constant; il est même nul si i ou j est inférieur ou égal à p. 



Preuve. Rappelons que, pour 1 < i < n, 



Aj = ^ Xk,: 



d 



k=l 



dXn+k 



Par hypothèse, on peut supposer que Ai,...,Ap sont linéairement indépendants sur C. 
Quitte à faire un changement linéaire de coordonnées y" = Bx" , on peut supposer que, 
pour 1 < k < p, 

àXn+k 

On notera K' := BK le bon compact de 0. Dans ces nouvelles coordonnées, on a 

/ \ 



A 



d 



r=l 



Y, ~a^,,Q{y"){x'^^ 



— A — 

dxi dxi 



où gi,j,Qiy") ■■= 9ij,Q{B-^y") e Op{V'), V = BV, V voisinage K et 



/Yi{x',y")) 




/Xi{x',B 




= 'B-' 




\Yp{x',y")J 




\Yp{x',B- 



Posons 



iiAv") 



Vn + l 



gi,i,Ei+E,{t, yn+2, • • • , yN)dt l <i <n 

exp (7i,i(y")) 2/j l < i < n. 



On a 7i,i(0) = et 7i_i = 0. Les 71^^ sont holomorphes sur (C",0) x V'. Si i et j sont 
distincts de 1 et inférieurs à p , on a 



Aj(7i,i) - Ai(7ij) 



Vn + l 



h,i,Ei+E^it, yn+2, • • • , yN) dgij^Ei+Ej {t, yn+2, yN) 



dXn+j 

^"+' dgi,j,E,+E,{t,yn+2, ■ ■ ■ ,yN) 

dt 



dXn+i 

dt (grâce à ()5.9() ) 



dt 



= 9i,j,E,+Ej (yn+1, yn+2, • • • , ^At) " gi,j,Ei+Ej (0, î/n+2, ■■■ ,yN) 

D'après (|5.8|) . le coefficient de y^yj dans {yi,yj}' est 



(2) 

9i,j,E,+Ej(.yn+2, ...,yN)--= gi,j,E,+E,{0,yn+2, • • • , ^Af) 2 <i,j <p. 
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De plus, si 1 < j < n, on a 

gi,j,Ei+Ej{yn+i,yn+2, ...,yN)- Ai(7ij) = 0. 

Donc, d'après (|5.8j) . le coefficient g\ ■ ^_^j^^\yn+2, ■ ■ ■ ^Vn) de yiUj dans est nul 

pour 1 < j < n. Puisque l'on transforme un crochet de Poisson en un autre, alors les 
nouveaux coefficients vérifient encore l'équation de cocycle (|5.9j) (les Aj sont invariants par 
le changement de coordonnées). En y posant A; = 1, il vient 

=0 l<i,j<n. 

On montre par récurrence sur l'entier 1 < d <p qu'il existe des fonctions 1 < î < ît-, 
holomorphes sur (€",0) x V' et nulles en telles qu'en posant 

Xi = ew{7d,i{y"))yi ^ <i <n, 
les coefficients gl^j^^^^_^_^. de yiUj dans {yi,yjY vérifient 
1- gi^^Ek+Ej = pour l<i<d,l<j<n, 

2. les g^^^E.+Ef 1 < ^> i < ne dépendent que de Xn+d+i, Xn+p, 

3. Afc (^di^j^Ej^Ej^ = pour l<k<detl<i,j<n. 

D'après ce qui précède, cela est vrai pour d = 1. Supposons que cela soit vrai pour tout 
d < k < p. Posons alors 

lk,i{y") = 9klEt,+EM^yn+k+i, ■ ■ ■,yN)dt l<i<n, 

Xi = exp (7fc,i(y")) yi l <i<n. 
Comme plus haut, on a, pour 1 < i, j < p distincts de k, 

^jhk,i) - Ai(7fe,i) = atlE.+E, (yn+k, . . . , y/vr) - glj^E.+E, (0' ^n+fc+l, • • • , ^iv)- 

Le coefficient gl''j^E^_^_E. de yiyj dans {yi,yj}', pour l < i, j < p distincts de k, est donc 

(fc + l) _ (k) /„ N, 

9i,j,E,+Ej '■- 9ij^Ei+Ej 1^' yn+k+1, ■■■ , Vn)- 

En particulier, pour 1 < i < /c et 1 < j < 



yi,j,E,+Ej ~ " 

et 

pour 1 < z < A; et 1 < j < n. Pour i = k, on obtient 

9k,j,Ei+E, = 9k,j,E,+E, - Mlk,j) - 0. 
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Or, les 7fcj ne dépendent que de Xn+k, ■ ■ ■ iXn+p- Donc, Aj(7fcj) = d^kj /dxn+i = pour 
1 < i < k — 1. De plus, d'après les propriétés du crochet de Poisson, on a gl^j ^k+E- ~ 

~9i^k Ek+E - hypothèse de récurrence, gf^^Ei^+E ™^ pour i < A;; il en est donc de 
même pour Par conséquent, pour 1 < ï < et 1 < j < n, on a 

(fc+i) _ (fc) ^ p, 

9i,j,Ei+Ej 9ij^Ei+Ej — ^■ 

En utilisant la relation de cocycle (|5.9|) dans les nouvelles coordonnées, on obtient alors 

pour 1 < d < k. Ce qui démontre la récurrence. 
Ainsi, pour 1 < k < p et 1 < i, j < n, on a 

yk,j,Ek+E, - ^• 



et 

Ji,j,Ei+Ej 



0. 



Puisque les fonctions g^^Ei+Ej dépendent que des variables . . . alors, pour 

1 < hj < g^i'j'E^.j^E- constant. Dans ces nouvelles coordonnées, le champ est 
transformé en 



Yk{y\y") = Y.^kAy'^y 



" d 
= ^exp(7i(y"))yfe,i (exp(-7i(y"))yi, . . . , exp(-7„(y"))?/n, y") 

La partie linéaire reste donc inchangée. Il ne reste plus qu'à faire le changement de variables 
x" = B-^y". □ 

Finalement, nous avons montré que, dans un bon système de coordonnées holomorphes, 
on peut écrire 



V V 



P = ^ y^^ar^s{x)Ss 



d \ - d d 

A- + 2^ CijXiXj—A 



r=l \s=l 



l<i<j<n 



dx 



n+r ii^-^-^ 9xi dxj 



( 



\ 



J2 g^,,Q{x")[x'f 



. Qj^Ei+Ej 
\Vr (Q,A'-)=Ar.i+Ar 



— A — 

dxi dxj 



(5.10) 



oii âr,s G Op{K) (g) O^, Cij € C et gi,j,Q € Op{V), V étant un voisinage de K dans C^*. 
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6 Preuve du théorème 13.21 



Appliquons tout d'abord le théorème précédent et posons 

p 

i=i 

avec àij G Op{K) . Nous désignerons par A la matrice dont les éléments sont les àij. 
Commençons par démontrer le lemme suivant 

Lemme 6.1. // existe p familles champs de vecteurs Ai appartenant à Op{K) (g) (A"^)"^ tel 
que 

Nous poserons, dans la suite, 

g P 
Ài:=- + Ai; P:=Y,XiAAi. 

Preuve. Nous reprenons les arguments de J.-P. Dufour |Duf91j . Par hypothèse, le rang de 
P est 2p; donc 

PAPA...AP = 0. 
V ' 

(p+l)fois 

Le terme de cette équation qui contient d/dxn+i A ... A d/dxn+p donne l'équation 

P A Xi A . . . A Xp = 0. 

De plus, Xi /\ . . . /\ Xp = (det yl) 5i A . . . A 5p et det A est une unité dans Op{K) (g) On- 
Soit / l'idéal engendré par les coefficients de Xi A ... A Xp dans Op{K) (g) On- C'est l'idéal 
engendré par les monômes • • • Xj^, 1 < fi < • • • < ip < n. Soient 

^ CL • — X\ ' ' ' OCp^ 

• b:= Ya=i •• • Xi-iXiXi+i ■ ■ ■ Xp+i et 

• C . — J^l<j<j<p •^l ■ ' ' ^i—l^i^i+l ' ' ' Xj^iXjXj-^-i ■ - - Xpj^2- 

Comme d'habitude, Xi signifie que la variable Xi est absente; on rappel que l'on a supposé 
n > p + l- Alors, a Çi I n'est pas un diviseur de zéro dans Op{K) (g) On-, b G I n'est 
pas un diviseur de zéro dans Op{K) On/ {a) et c £ I n'est pas un diviseur de zéro dans 
Op{K)<S)On/ {a, b)- Par conséquent, la profondeur de l'idéal / est supérieure à 3. Or, d'après 
le théorème de Frisch |Fri67l IS'iuGQj . les anneaux Op{K) et Op{K) (g) On sont noethériens. 
D'après le théorème de K. Saito |Sai76j . il existe alors p familles champs de vecteurs Ai 
appartenant à Op{K) g) Xn tel que 

p 

P = Y,Xi^Ai- 

i=l 
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Puisque P est d'ordre supérieur à 2 en x' , on peut choisir Ai nul en (0, x"). Montrons alors 
que l'on peut choisir des Ai qui commutent avec les Si. En effet, on a 



P 



E 



p+l<i<j <n 



_d_ _d_ 

Ci jXiXj ^ rs 

OXi OXj 



+ E 

l<î<j<n 



\ 



^ ~g.,,Q{X"){X')Q 



. Q^Ei+Ej 



Par conséquent, pour tout 5 G g, [S (g), P] = (d'après le lemme [T3|l . On a aussi 

[S{g),P]=j2XiA[S{g),Ai], 
1=1 

car les Xi commutent aux Sj. Décomposons ensuite chaque Ai selon les espaces de poids 
de S dans l'espaces des champs de vecteurs (en fait, il faudrait faire cette décomposition 
dans chaque espace de champs de bi- vecteurs de C" homogènes à coefficients dans Op{K)). 
On a alors 



0=[Sig),P] = ^X,Aj^a(<7)A« 

i=l a 

= ^a{g) (^X, AAi,„) . 



Puisque les Xi sont de poids nuls, l'égalité précédente définit la décomposition de [S{g),P] 
selon les espaces de poids de S dans l'espaces des germes de champs de bi-vecteurs nul à 
l'origine. Les espaces de cette décomposition étant en somme directe, on a, pour tout a ^ 0, 

p 

^ Xi A Ai^^ = 0, 



1=1 



et on a 



P = ^XiAAi = Y,Xi^ Ao- 



i=l 



i=l 



Par définition, pour tout 5 G g, [S{g),Aifl] = 0. 



□ 
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Puisque P est une structure de Poisson, on a [P, P] = 0. En développant, on obtient 

p p 
= ^ [X, A Ài,Xj A Àj] = '^[X,A Ài,Xj] A Àj - Xj A [Xi A À, Àj] 

p 

= [Xj , Xi] A Ài A + Xi A [Xj , Ài] A 

p 

+ -Xj A [Xi,Àj] AÀi- Xj A X, A [ij , ii] 
= 2 j ^ Xi A[X„ii] Ai, 

- Y Xj AXiA[Àj,Ài] \ . (6.1) 

i<i<j<p y 

Prenons le terme qui contient d/dxn+j, il vérifie alors 

p 

YXiA[X,,Ài] = 0. (6.2) 

On en déduit 

Y Xj AX^A[Àj,Ài]=0. (6.3) 

l<î<jr<p 

En faisant le produit de (|6.2() par Xi A . . . A Xj_i A Xj+i A ... A Xp, on obtient 

[Xj,ii] AXi A ... AXp = 0. 

En appliquant le théorème de Saito, il existe alors des famille de fonctions 0' j £ Op{K)'S>On 
telles que 

p 

[i„X,] = ^0^X;. (6.4) 

1=1 

De surcroît, on a 

[S{g), [À,X,]] = -[À, [X„S{g)]] - [X„ [S{g),À,]]. 

Or, par définition, [Xj,S{g)] = et par le lemme précédent, [S (g), Ai] = {S{g) ne dépend 
pas de x"). On en déduit que S{g){6\ ■) = 0; c'est-à-dire 0\ j G Op{K) (g) O^. En reinjectant 
l'expression 1)6.4(1 dans l'équation (|6.2() . on obtient que = 0;^-. Prenons le 1-jet de 
l'équation l|6.4|) et posons J'^{Ai) = X^J! ^=1 ^ ;(a;")^fc'9/ôx/. On a alors 

A;i=l ' k=l \l=l J ^ 
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Donc, pour 1 < A; < n, on a 

p 

1=1 

Or, par hypothèse, la famiUe {Si}\^i est hnéairement indépendante sur C. Donc, pour tout 

En faisant le produit de (|6.3|) par Xi ^ . . . ^ Xi^i A Xj+i A ... A Xj^i A Xj^i A ... A Xp, 
on obtient 

[Àj.Ài] ^Xl ^ . . . ^Xp = Q. 

En appliquant le théorème de Saito, il existe alors des familles de fonctions 7' G Op{K)<^On 
telles que 

p 

[À,,À,] = Y,l\,Xi. (6.5) 

De surcroît, on a 

On en déduit que, pour 1 < A; < p, Ski'ylj) — ^' donc 7,- ^ G Op{K) O^. 
Reinjectons l'égalité (|6.5j) dans l'équation (|6.1|) . On obtient 

p 

Y, Y^ljXiAX,AXj=0. 

i<«<i<p '=1 

En prenant les coefficients de Xi A Xi A Xj avec l < i < j, on en déduit que l'on a 

^ij=tr (6-6) 

Montrons par récurrence sur l'entier 1 < q < p qu'il existe un changement de coor- 
données holomorphes dans lequel Ai = d/dxn+i, pour 1 < i < q. 
Pour q = 1, considérons le flot 4>i^t{x' ix") de Ai et posons 

'il)i{x\x") := ç!)i,2.„+i(x',0, x„+2, • • ■,xn)- 

C'est un difféomorphisme local au voisinage de l'origine qui est tangent à l'identité en ce 
point et qui vérifie {ip^^)^Ài = d/dxn+i- Ce flot vérifie le système d'équations différentielles 
suivantes 

'^^dt' ' ^"^ ^ -4i(V'i,t(x)) i = l,...,n 



dt 

"{x',x") = j = 2,...,p. 



dtpl,t,n+j ( , I, 



dt 
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où désigne la îème coordonnées de V'i.t- En particulier, laisse invariante chacune 
des coordonnées Xn+j, j = l, ■ ■ ■ ,p. Appliquons la méthode du chemin |Cha86j [apendice 0]; 
on obtient, pour 1 < k < p, 

(i((V'r^)*'S'fc) 



dXn+l 

On en déduit que 



{i;Y%([AuSk]]=0. 



(■01 ^)*Sk = {Sk)\x„+i=o = Sk; 

c'est-à-dire, préserve chacun des champs Sk- Soit alors / S Op{K)^0^ alors {i^ï^)*f = 
f o Vf^ e Op{K) Of . En effet, 

= {^^%iS{g)if)) = {^P^%S{g){f o ^j-^) = S{g){f o V^f')- 

Il en est de même pour les éléments de 0{K) (g) {X^) . O n a alors 

p 

1=1 

On posera ^ = à^,; 0-0"^. Par conséquent, dans ces nouvelles coordonnées, on peut écrire 



i=l 



avec A[ = d/dxn+i et [^'^,5*^] = 0. Afin d'alléger le texte, nous continuerons à écrire Xi à 
la place de X^ (etc..) lorsque cela ne prêtera pas à confusion. 

Supposons que l'assertion soit vraie pour 1 <i < g — 1, c'est-à-dire Ai = ■ ■ ■ = Aq^i = 0. 

Commençons par faire un changement de coordonnées qui transforme Aq en d/dxn+q + 
Yl^j=i ^qd-^j où ^ C'p(ivr') ® On, K' étant un bon compact de l'origine de C^. On 
demande aussi que ce changement n'affecte pas ni les Ai = d/dxn+i-, 1 < i < g — 1, ni les 
Sj-, 1 < i < P- Pour ce faire, cherchons des fonctions I3q^i telles que, pour 1 < z < g — 1, 



Ài,Àq y^^PqjXj 



Nous avons utilisé les équations (|6.5j) dans la dernière égalité. En utilisant les égalités (|6.4j) : 
on obtient, pour l<k<petl<i<q— 1, 

l^ = -(t(^li^.]+<r (6.7) 



dXn 



On écrira ces équations sous forme matricielle de la manière suivante 

-QiPq + ^i,q i = l,...,q-l (6.5 



dPq 



dx. 



n+i 
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où dg désigne le vecteur de coordonnées dg i, . . . , d„ „, Qi = ( 9fi] et 7^ „ désigne le 

V ' / l<k,l<p 



vecteur de coordonnées ^j^, . . . ,^fg- Pour 1 < i, j < q, Ai et Aj commutent entre eux. Par 



ii,q 



l'égalité de Jacobi, on a alors, pour 1 < i, j < q, 

[Ai , [Aj , Aq\] = [Aj , [Ai , Aq]] , 

soit, 



p 




P 

^j^^llq^k 


k=l 




k=l 



c'est-à-dire. 



(par (inSl)), 



P Q^k P Q k 



k=l 

soit, finalement. 



n+i 



k=l 



dXn 



E 

k=l 



dx 



n+i 



p / Q^k 



k=l 



dx 



n+j 



+ {T.^iAi]]^k (par (1131)) 



En d'autres termes, les équations suivantes sont satisfaites 

^ + = ^ + Q^J,,g, l<i,j<q. 

Xn+j Xn+i 



(6.9) 



D'autre part, par l'identité de Jacobi, on a aussi, pour tous 1 < i, j < g — 1 et 1 < / < p, 

[À,,[Àj,Xi]] = [Àj,[Ài,Xi]i 



soit. 



k=l 



k=l 



(par (jnai)) 



c'est-à-dire, 

' I de], 



fc=l 



P ( l^Qk ( P 



\ra=\ 



k=l 



n+j 



\m=l 



En d'autres termes, les équations suivantes sont satisfaites 

^ + e,e, = — ^ + e,Gi, i<i,j<q. 



Xn+i 



Xn+j 



Xk (par ((131)) ■ 



(6.10) 



En utilisant les équations (|6.9p et (|6.1Up . on obtient, pour 1 < î,j < g et pour tout 



dQj_^^ djj,q 



dOi dji^q 



Xn+i 9Xn+i X^+j dXn+j 



+ Qii-ejV + 7^,5) - Oji-QiV + Ji,q) = 
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Ces équations ne sont autres que les équations de compatibilité du système ()6.8() 
(quitte à rajouter des équations "vides" dj3q/dzr = 0, r = l,...,p — g + 1 afin de rendre 
"carré" le système). Par conséquent, le système d'équations ()6.8|) admet une unique solution 
holomorphe sur un voisinage U' <Z K de l'origine de et nulle en ce point Die60 [théorème 
de Frobenius 10.9.4]. Ce voisinage contient un bon compact K' de 0. De plus, cette solution 
dépend holomorphiquement des paramètres x' dans un certain voisinage de l'origine de 
C". D'après ce qui précède, les (resp. 9\^) appartiennent à Op{K) ® O^. Alors les 
Pq,j appartiennent à Op{K) (g) . En effet, les opérateurs de dérivation d/dxn+i et Su 
commutent deux à deux. En prenant la dérivée de Lie le long de des équations ()6.8|) . on 
obtient 

dSk{f3q) 



dx 



-QiSkWq) 



1,... 



1, 



n+i 



système qui admet une unique solution nulle à l'origine-à savoir- Sk{(3q) = 0. 
Ainsi, on a, pour l < i < p, 

p 

On peut donc redresser, par un difFéomorphisme holomorphe Gq, Àq — X]j=i Pq,j-^j 
d/dxn+q tout en préservant les d/dxn+i, 1 < i < 9 — 1, les 5j, 1 < j < p ainsi que les 
coordonnées Xn+i, <i<P- Dans ces nouvelles coordonnées, A'^ := {Gq)^Aq s'écrit 



d 



dx. 



n+q 



(6.11) 



avec Cq,j = pqj o Gq G Op{K') O^, X[ := {Gq),X, = Ef=i à'i^iSi et à'^ ^ = à'.^i o Gq G 
Op{K')®Ol 

On ne modifie pas P si l'on rajoute Ym=i fi,i-^'i à 1 < î < p, lorsque fi^i = fi^i : 



i=l 



1=1 



Cherchons alors de telles fonctions vérifiant en outre 

p p 



1=1 



1=1 



pour 1 < i, j < q et fi^i = si i > q. En utilisant (|6.4() . on obtient pour tous 1 < i, j < q, 



dfj,k 



dx. 



n+i 



1=1 



dfi,k 
dx. 



n+j 



1=1 



c'est-à-dire, en posant fi le vecteur de coorodonnées fij, 

dfj ^ . df.. 



dx 



n+i 



dx. 



+ Qifj = 0. 



n+j 



(6.12) 
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Lorsque 1 < i < q et j = q, on obtient 

TT^ - - + e./, = -e.c, - (6.13) 

car, grâce à ()6.11|) . il suffit de rajouter Cq^i à fq^i dans l'équation (|6.12p pour obtenir le 
résultat. 

Soit gq le vecteur de coordonnées gq^i G Op{K') (g) et posons 

/ ^-®i9q = fi l<i<q 
l mr^,-®lSç = fç + Cq 

Alors, les fi sont solutions du système d'équations (|6.12j) — (|6.13j) . En effet, ces dernières 
ne sont autres que les équations de compatibilités du système ()6.14() d'inconnue gq. 

Il nous reste à montrer qu'il existe gq tel que les fij vérifient la condition de symmétrie 
fij = fj^i. Cela s'écrit, pour l < i, j < q 



d^rh '''''' 



k=l -~..-rj j^^-^ 

Pour 1 < i < g, on obtient 

P 



^9q,q_ _^nq ^ ^9. 

k=l --,.-rq ^^-^ 
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X] ^lk9q,k - ô— ^ - ^l,k9q,k - Cq,i. 



Or, comme on l'a vu plus haut, = (^\k- équations précédentes sont donc équivalentes 
au système 



dgq,j _ dgq,i 

dgq,q _ dgqj 



(6.15) 



dXn+i dXn + q 



Posons 



HA 



l<i,l<q, 



Si i,j, k < q, on a 



dq,i ■■= Cq^l l < q- 



ddj^q _ ddk,i ^ ddjj _ ^ 

d^n+i 9Xn~\-j d^n+k 



car dj^k = dij = d^^i = 0. Lorsque k = q, on obtient 

ddj^q ddq^i ^ ddij _ dCq^i dcqj 



n+j dXn+q dx^+j dXn+i 



Comme nous l'avons vu dans la preuve du lemmeEH pour résoudre le système 1)6. ISp 
d'inconnues gq^i, il suffit de vérifier les conditions de compatibilités 

^'-■Qj 9Cq i . . //-. 1 r>\ 

— i,j < q. (6.16) 



dXfi+i dXn+j 
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Or, lorsque 1 < î < g, on a, d'une part, 



[i^, i^] = ^ jI^X', (d'après (jïïSI)); 



et d'autre part 



k=l 

À', 

P 

E 

fc=i 



d 



*' 



dCq,k 

dx 



n+i 



p 

«=1 



Xu . 



Or, d'après (|6.6() . jf^ = 7^ lorsque i,k < q. Puisque 6*^^^ = fc pour tous les i, /c alors les 
équations de compatibilité ()6.16j) sont satisfaites. Par conséquent, le système (|6.15|) admet 
des solutions holomorphes gij au voisinage V de l'origine de C^. En prenant un dével- 
oppement de Taylor au voisinage de l'origne de C", on obtient que chaque gqj appartient à 
Op{K') (S) O^. Les fonctions fi sont alors données par les équations (|6.14|) et appartiennent 
à Op{K') ® Ol 

Par conséquent, on peut redresser simultanément, par un difféomorphisme les champs 
A'- + Yl^=i fi,i-^'iJ 1 < i < q en d/dxn+i- De plus, puisque chaque A'^ + X]f=i fi,i^i commute 
aves les Sj alors $g préserve les Sj. Enfin, il préserve chaque coordonnées Xn+i, ^ < i < P- 
Par conséquent, 

p 

{^q).X[ = Y.4jSj avec G Op{V) Of . 
i=i 

Ceci démontre la réccurence. 

On a donc montré qu'il existe un bon compact K de l'origine de et un difféomorphisme 
holomorphe ^' de (C^,0) fixant l'origine et tangent à l'identité en ce point tel que 



i=i \j=i 



d 



dx. 



a,j G Op{k) cf. 



n+i 



Il reste à montrer qu'en faisant un changement de variables ad-hoc, on peut supprimer la 
dépendance en x" des aij. 

Posons Yi := Yl^=i^i,ji^)'^j- '^*P 6st une structure de Poisson donc ^*-P] = 0. 

Un calcul simple montre que l'on a 



d 



i=l 



dx 



A 



n+i 



dx< 



AYi 



n+j 



Par conséquent, est une structure de Poisson si et seulement si, pour l < i < p, 



E 



dY 



dx 



n+j 



A Y, 



E |E^^« 



l<r<s<p \i=l 



dx. 



n+j 



■3, s 



dai,s 

dx .l "^''' 



SrAS, = 0. 
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Posons alors, pour 1 < k <p, 

^ ^ d 



j_2 ^-^n+i 



Les équations précédentes se lisent alors: [r,.,rs] = pour 1 < r, ,s < p. 

Montrons, dans cette situation, qu'il existe un système de coordonnées holomorphes 
dans lequel les Yi deviennent "indépendants" de x". 

En effet, la famille {rk{0)}i<k<i est libre. Or, on a 0f = C[[(x')^S • • • , {x')^*]]- Ainsi, 
on a Qi^k = bi^k{{x')^^ , ■ ■ ■ , {x')^^ ,x") où bi^k{w,x") est holomorphe dans un voisinage de 
l'origine dans C* x K. Il existe un voisinage de l'origine W dans C* tel que, pour tout 
w € W, la famille {T^iw, 0)}i<fc<; soit libre (par abus de language, nous avons écrit Tk{x) = 
Fkiix')^'^ , . . . , {x')^* , x")) . Il existe alors un changement de variables holomorphes X" = 
'>p{w,x") dépendant holomorphiqucment de w G W tel que ip^:Tk{w, X") = Tk{w,0), pour 
1 < k < p. D'autre part, les champs Tk commutent aux champs Sk- Le difféomorphisme ip 
laisse donc invariant chacun des Sj^ (par la méthode du chemin). Posons alors {X',X") = 
*(x) = {x', ^((a:')^S . . . , {x')^*,x")). On obtient alors 




J2SiAmx'f\...,{xY*,0) 



i=l 
P I P 



i=i \j=i 



A 



d 



dX,, 



n+i 



Ceci montre ainsi le résultat annoncé. 



Références 

[AbbOl] B. Abbaci. Variétés invariantes et applications. Thèse, Université Paris 7, 
Décembre 2001. 

[ArnSO] V. I. Arnold. Chapitres supplémentaires de la théorie des équations différentielles 
ordinaires. Mir, 1980. 

[Arn89] V. I. Arnol'd. Mathematical methods of classical mechanics, volume 60 of Grad- 
uate Texts in Mathematics. Springer-Verlag, New York, 1989. Translated from 
the 1974 Russian original by K. Vogtmann and A. Weinstein, Corrected reprint 
of the second (1989) édition. 

[Bou90] N. Bourbaki. Groupes et Algèbre de Lie, Chapitres 7 et 8. Masson, Paris, 1990. 

[Bru72] A.D. Bruno. The analytical form of differential équations. Trans. Mosc. Math. 
Soc, 25,131-288(1971); 26,199-239(1972), 1971-1972. 



32 



[CdSW99] A. Cannas da Silva et A. Weinstein. Géométrie models for noneommutative alge- 
bras, volume 10 of Berkeley Mathematics Lecture Notes. American Mathematical 
Society, 1999. 

[Cha86] M. Chaperon. Géométrie différentielle et singularités de systèmes dynamiques. 

Astérisque, 138-139, 1986. 

[Con84] J. Conn. Normal forms for analytic Poisson structures. Ann. Math., 119:577-601, 
1984. 

[Con85] J. Conn. Correction to "normal forms for analytic Poisson structures". Ann. 

Math., 121:433-436, 1985. 

[Die60] J. Dicudonné. Foundations of modem analysis. Pure and Applied Mathematics, 
Vol. X. Académie Press, 1960. 

[DM95] J.-P. Dufour et J.-Ch. Molinier. Une nouvelle famille d'algèbres de Lie non 
dégénérées. Indag. Math. (N.S.), 6(l):67-82, 1995. 

[Duf91] J.-P. Dufour. Hyperbolic actions of M' on Poisson manifolds. In P. Dazord and 
A. Weinstein, editors, Symplectic Geometry, Groupoids, and Integrable Systems, 
pages 137-150. Springer- Verlag, 1991. 

[DZ99] J.-P. Dufour et M. Zhitomirskii. Classification of nonresonant Poisson structures. 
J. London Math. Soc, 60(2):935-950, 1999. 

[DZ02] J.-P. Dufour et Nguyen Tien Zung. Nondegeneracy of the Lie algebra aff(n). C. 
R. Math. Acad. Soi. Paris, 335(12):1043-1046, 2002. 

[Pri67] J. Prisch. Points de platitude d'un morphisme d'espaces analytiques complexes. 
Invent. Math., 4:118-138, 1967. 

[Hôr90] L. Hôrmander. An introduction to complex analysis in several variables. North- 
HoUand Publishing Co., third édition, 1990. 

[HS53] G. P. Hochschild and J-P. Serre. Cohomology of Lie algebras. Ann. of Math. 57, 
pages 591-603, 1953. 

[Lyc97] O.V. Lychagina. Normal forms of Poisson structures. Mathematical Notes, 
61(2):180-192, 1997. 

[Mal84] B. Malgrange. Lectures on the theory of functions of several complex variables, 
volume 13 of Tata Institute of Fundamental Research Lectures on Mathemat- 
ics and Physics. Distributed for the Tata Institute of Fundamental Research, 
Bombay, 1984. 

[Sai76] K. Saito. On a generalization of de-Rham lemma. Ann. Inst. Fourier, Grenoble, 
26(2):165-170, 1976. 

[Sch53] J. A. Schouten. On the differential operators of first order in tensor calculus. 
Rapport ZA 1953-012. Math. Centrum Amsterdam., 1953. 



33 



[Siu69] Y. -T. Siu. Noetherianness of rings of holomorphic functions on Stein compact 
séries. Proc. Amer. Math. Soc, 21:483-489, 1969. 

[StoOO] L. Stolovitch. Singular complète integrabilty. Publ. Math. I.H.E.S., 91:p.l33- 
210, 2000. 

[Vai94] I. Vaisman. Lectures on the Geometry of Poisson Manifolds. Progress in Math. 
Birkhauser, 1994. 

[Wei83] A. Weinstein. The local structure of Poisson manifolds. J. Differential Geometry, 
18:523-557, 1983. 

[Zun03] Nguyen Tien Zung. Lcvi dccomposition of analytic Poisson structures and Lie 
algebroids. Topology, 42(6):1403-1420, 2003. 



34 



